
Димитров Д.В. (Москва, Россия) — Статистические методы определения
неоднородностей волокнистых материалов с помощью статистик ближай-
ших соседей.

В работе рассматривается применение оценок k-ближайших соседей дивергенции
Кульбака–Лейблера [5] к поиску областей неоднородности в материалах. Асимпто-
тические свойства таких оценок (а именно: асимптотическая несмещенность и L2 -
состоятельность) были доказаны в недавней работе [2]. В статьях [1, 3] оценки диф-
ференциальной энтропии Шеннона применяются для обнаружения неоднородностей
в волокнистом материале, заполняющем параллелепипед Π ⊂ R3. Используется есте-
ственный подход, при котором выбирается скользящее окно достаточно малого разме-
ра, в пределах которого оценивается некоторая характеристика материала (фактически
дифференциальная энтропия Шеннона распределения направлений волокон). Затем на
основе собранных характеристик делается статистический вывод о свойствах этого ма-
териала.

В статье [4] оценки дивергенции Кульбака-Лейблера используются для обнаруже-
ния многомерных пространственных кластеров в модели Бернулли. Нами развиваются
и обобщаются идеи этой работы для обнаружения произвольных неоднородностей в
волокнистых материалах. Вводится понятие волокна — пары (X,T ), где X — случай-
ный вектор со значениями в Rd1 ∩Π, который по смыслу является центром волокна, а
T — случайный вектор со значениями в Rd2 , который по смыслу является меткой или
некоторым свойством волокна (например, направлением в пространстве). Именно среди
таких меток и будет искаться неоднородность. Здесь предполагается, что Π — некото-
рое объемлющее множество или материал, Π ∈ B(Rd1), 0 < µRd1 (Π) < ∞, µRd1 — мера
Лебега в пространстве

(
Rd1 ,B(Rd1)

)
); P(X ∈ B) =

µRd1 (B)

µRd1 (Π) для любого борелевского

B ∈ B(Rd1)∩Π, а T имеет следующую природу: T = ξ ·1{X ∈ R0}+η ·1{X ∈ Π\R0}, где
ξ, η – некоторые случайные векторы со значениями в Rd2 , law(ξ) ̸= law(η), pξ :=

dPξ

dµRd2
,

pη :=
dPη

dµRd2
, R0 ∈ B(Rd1) ∩ Π, 0 < µRd1 (R0) < µRd1 (Π). В этом случае назовём R0

областью неоднородности. Все случайные элементы определены на пополненном веро-
ятностном пространстве (Ω,F ,P).

Рассматривается модель (см. Рис. 1), в которой наблюдателю доступны {Xi, Ti, i ∈
{1, . . . , ζn}}, ζn ∼ Pois(λn ·µRd1 (Π)), где для любого n ∈ N, λn > 0, λn → ∞, n → ∞. От-
метим также, что {Xi, Ti, ζi, i ∈ N} предполагаются независимыми, law(Xi) = law(X),
law(Ti) = law(T ) для любого i ∈ N. Для каждого множества R из некоторого набо-
ра множеств R строится оценка T̂n(R) := 1

2

(
D̂n(R) + D̂n(R)

)
, где D̂n(A) – оценка

k-ближайших соседей дивергенции Кульбака-Лейблера (см. статью [2]) между распре-
делением меток Tj внутри окна A (то есть при Xj ∈ A) и вне его (то есть при Xj ∈ Π\A).
Оценка области неоднородности R̂n полагается равной аргументу максимума такой спе-
циальной статистики T̂n(R), взятого по всем окнам R ∈ R, то есть R̂n := argmax

R∈R
T̂n(R).

При широких условиях на плотности pξ и pη удается доказать состоятельность пред-
ложенной процедуры.

Теорема 1 Пусть для некоторых ε,R > 0, N ∈ N, f ∈ {pξ, pη}, g ∈ {pξ, pη} функцио-
налы Kf,g(2, N), Qf,g(ε,R), Tf,g(ε,R) конечны. Тогда

P

(
R̂n ∈ argmax

R∈R
dΠ(R,R0)

)
→ 1, n → ∞.

Здесь dΠ(R,R0) :=
∣∣∣µ(RR0)

µ(R) − µ(RR0)

µ(R)

∣∣∣, R := Π \ R, а определения функционалов Kf1,f2 ,
Qf1,f2 , Tf1,f2 для плотностей f1, f2 можно найти в статье [2].

Работа выполнена при поддержке гранта МГУ им.М.В.Ломоносова “Современные проблемы фун-
даментальной математики и механики”.
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Рис. 1: Исследуемый волокнистый материал Π с областью неоднородности R0

В процессе доказательства Теоремы 1 также устанавливаются новые результаты,
касающиеся асимптотической несмещенности и L2-состоятельности оценок D̂n(A) (в
оценку входит сумма пуассоновского числа случайных величин; ранее в работе [2]
асимптотические свойста были установлены только для оценок, вовлекающих суммы
постоянного числа схожих случайных величин).
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